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Resumen: En este trabajo veremos que, bajo ciertas condiciones, se pueden aplicar las 
técnicas de problema de momentos generalizados para resolver numéricamente una 
ecuación de Volterra de primera o segunda clase. 
Se transformará la ecuación de Voltera en un problema de momentos generalizados uni-
dimensional, y se aplicarán las técnicas de problema de momentos para halar una apro-
ximación numérica de la solución.  
Específicamente se verá que resolver la ecuación de Volterra de 1º especie 
                       para   
o resolver la ecuación de Voltera de 2º especie 
                     para   
es equivalente resolver un problema de momentos generalizado de la forma  
                      
Se aplica lo anterior para halar la solución de una ecuación integrodiferencial de la forma 
        para     con condición inicial   
Además se considera la ecuación integral no lineal:  
                          
Se transformará dicha ecuación integral en un problema de momentos generalizados bi-
dimensional. 
En todos los casos, se encontrará una solución aproximada y se acotará el eror de la 
solución estimada utilizando las técnicas sobre problema de momentos generalizados. 
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1. INTRODUCCIÓN 
El problema de momentos generalizados [2] consiste en encontrar una función )(xf so-
bre un dominio satisfaciendo la secuencia de ecuaciones   
                    Nndxxfxgnn 

   )()(    (1) 
donde   es una secuencia dada de funciones en . 
El problema de momentos es un problema mal condicionado. Hay varios métodos para 
construir soluciones regularizadas. Uno de elos es el método de la expansión truncada. 
El método de la expansión truncada consiste en aproximar (1) con el problema finito de 
momentos 
                       nidxxfxgii ,..,2,1   )()( 

   (2) 
En el subespacio generado por  la solución es estable. En el caso en que los 
datos son inexactos se deben aplicar teoremas de convergencia y estima-
ciones del eror para la solución regularizada. 
3ras Jornadas ITE - 2015 -Facultad de Ingeniería - UNLP






2. ECUACIÓN INTEGRAL DE VOLTERRA LINEAL DE SEGUNDA ESPECIE. 
El problema consiste en halar  tal que  
   
                  con         (3) 
 
donde  , son funciones conoci-
das. 
El siguiente resultado es conocido: 
Teorema 1 
Si  y  entonces (3) posee una única 
solución en  [1]. 
Para escribir (3) como un problema de momentos, escribimos 
 
                                     (4) 
 Tomamos una base  de  . Multiplicamos ambos miembros de (4) e inte-
gramos entre a y b: 
 




           
Por lo tanto 
 
En consecuencia          
                              (5) 
Si  son linealmente independientes se resuelve (3) al resolver (5) como un pro-
blema de momentos generalizados. 
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Veamos bajo qué condiciones  son linealmente independientes. 
Tenemos  . Además   . 
Podemos considerar el operador     
Entonces  es lineal. Si L es no singular, o sea  , entonces L pre-
serva la independencia lineal. 
En este caso  serían linealmente independientes. 
Pero se puede ver como una ecuación integral de Voltera de segunda especie 
con  
              
                            (6) 
Si asumimos que entonces como   es so-
lución de (6) por el teorema anterior es la única solución de (6) en . 
 
3. ECUACIÓN INTEGRAL DE VOLTERRA LINEAL DE PRIMERA ESPECIE 
El problema consiste en halar  tal que                        
                           con         (7) 
 
donde  , son funciones conoci-
das. 
El siguiente resultado es conocido: 
Dada una ecuación integral de Volterra de primera especie, se la puede levar a una 
ecuación integral de Voltera de segunda especie al derivar (7) con respecto a t 
                      (8) 
Anotamos       y      entonces 
                            (9) 
Ecuación de segunda especie de Voltera. 
En el caso de ser  sigue siendo (8) de primera especie y se puede seguir deri-
vando hasta legar a una ecuación de segunda especie si . 
Notar que para que la derivación bajo el signo de la integral sea válida debe cumplirse 
que  y  sean continuas en sus respectivos dominios. Además  debe ser 
continua. 
Por lo tanto si   en  y teniendo en cuenta que debe ser  resol-
ver (7) es equivalente a resolver (9). Si   y    entonces 
(9) (y por lo tanto (7) tiene una única solución en  
Si en lugar de (7) tenemos 
 
                           con         (10) 
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Entonces con un planteo análogo al anterior se lega  
                                (11) 
En este caso (11) es análogo al problema de momentos generalizado 
                                           (12)     
 
Para resolver numéricamente (5) como un problema de momentos generalizados se pue-
de aplicar el método de expansión truncada detalado en [3] y generalizado en [5]: encon-
trando una aproximación   de  para el correspondiente problema finito con 
Ni ,..,2,1,0 . 
Consideramos la base ,..2,1,0  )( iti  obtenida por aplicar el proceso de ortonormaliza-
ción de Gram-Schmidt sobre    y adicionando al conjunto resultante 
las funciones necesarias hasta alcanzar una base ortonormal. 
Aproximamos la solución  con [5]: 









    
y los coeficientes Cij verifican  



























Los términos de la diagonal son      NitiCi ,..,1,0     )( 1   
Teorema 2 
 Sea el conjunto de números reales k Nk 0  y supongamos que   en   
verifica para algún N E y    (dos números positivos) : 
          y           
entonces 
                
 
Si aplicamos el método de expansión truncada para resolver la ecuación (11) obtendría-
mos una aproximación  para . 
Así si  tiene inversa continua, entonces   será una estimación de  . 
Y si   es Lipschitz en un dominio D que incluya a la imagen de  , es decir si 
 para algún  y Dyx ,  entonces de acuerdo al teore-
ma previo    
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Supongamos la ecuación integrodiferencial 
 
                        con       (13) 
 
con condición inicial  
Integramos de a  a t 
 
                         
Por lo tanto 
 
                   
 
donde  es la primitiva de  
Si anotamos  a la primitiva de  con respecto a t , entonces 
 
               
Si reemplazamos    y    enton-
ces 
                                  (14) 
 
Es decir se lega a una ecuación integral de Volterra de segunda especie. Por lo tanto 
resolver (13) es equivalente a resolver (14) 
 
4. ECUACIÓN INTEGRAL NO LINEAL CON LÍMITE DE INTEGRACIÓN VARIABLE 
Supongamos que se quiere halar  tal que 
 
                                (15) 
 
con  conocida. 
Tomamos una base  de  . Multiplicamos ambos miembros de (15) e inte-
gramos entre a y b: 
             
Notar que     
 
              
En consecuencia 
                         (16) 
 
Se puede considerar (16) como un problema de momentos generalizados bidimensional 
sobre una región      
 con    y la función incógnita es    
Se elige  de manera tal que  sean linealmente independientes. 
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Al resolver el corespondiente problema finito 
 
                        
    
aplicando el método de expansión truncada se lega a una aproximación  de 
. 
Por lo tanto   será una aproximación de . En consecuencia   será 
una estimación de  
El teorema 2 se puede adaptar al caso de un problema de momentos bidimensional [4] 
considerando una región rectangular R tal que   
                  
Ejemplos Numéricos 
1. Consideramos la ecuación de Voltera de segunda especie 
                   
   La solución es . Se tomó  y   
   La solución aproximada es  
 
  El Teorema 2 provee una estimación de la “exactitud” de la solución aproximada.  
   Calculamos  para el  ejemplo dado  
 
2. Consideramos la ecuación de Voltera de primera especie 
                        
   La solución es . Se tomó  y   
   La solución aproximada es 
   
  
 y    
 
3. Consideramos la ecuación integrodiferencial 
            
    La solución es  . Se tomó  y   
   La solución aproximada es 
  
 
y   
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4. Consideramos la ecuación integral 
                
   La solución es  donde   Se tomó  y 
 
   La solución aproximada es 
   
 
y   
                                                                                            
CONCLUSIONES 
Dada una ecuación de Voltera de segunda especie de la forma 
                               con         
donde  , son funciones conoci-
das, se la puede escribir como un problema de momentos generalizados unidimensional, 
y se pueden aplicar las técnicas de problema de momentos para halar una aproximación 
numérica de la solución.  
Le ecuación integral de Voltera de primera especie  
                           con         
donde  , son funciones conocidas 
se puede escribir como una ecuación integral de Voltera de segunda especie si  
 en  . 
La ecuación integral no lineal     con  co-
nocida, se puede escribir como un problema de momentos generalizados bidimensional. 
En todos los casos se pueden aplicar las técnicas de problema de momentos para halar 
una aproximación numérica de la solución.  
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